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The Effective Spin as a Model to describe ESR-Hyperfine Spectra of polycrystalline Samples

Paramagnetic ions with hyperfine interaction generally have an involved ESR-spectrum. For host
lattices of cubic symmetry it will be shown that while going from single crystals to powdered sys-
tems the true spin quantum number S can be substituted by an effective spin quantum number
S§’=1/2. Using an isotropic spin Hamilton operator the energy-levels and their eigenfunctions as
well as the transition probabilities are calculated explitely.

The model is then applied to the ESR-spectrum of manganese-doped polycrystalline CaO. The
theoretical spectrum fits the experimental up to 2-10—5 and is in every respect comparable to
results of the 3rd order perturbation theory. Above all the model reproduces the true values for the
g-factor and the hyperfine coupling constant 4 as known from single crystal investigations. This is
also verified for Mn?*-ions on cubic sites of MgO and BaO.

Einleitung

Bei der ESR-Spektroskopie von paramagnetischen
Ionen, die neben dem Moment der Elektronenhiille
noch zusatzlich einen Kernspin besitzen, spaltet je-
der Ubergang in ein Multiplett auf!. Im allgemei-
nen Fall treten dadurch recht verwickelte Spektren
auf, die durch die Konkurrenz von Hyperfein-Wech-
selwirkung und Kiristallfeldern 2. Ordnung ver-
ursacht werden. Thre Deutung ist schwierig. Von
groBerer Ubersicht sind dagegen die Verhiltnisse in
kubischen Gittern, auf die die folgenden Uberlegun-
gen mit Vorteil angewendet werden konnen. Im Vor-
dergrund stehen dabei nicht Einkristalle, sondern
polykristalline Proben von kubischer Struktur. Fiir
diese Systeme wird nur ein Ubergang des Hiillen-
momentes, namlich der zentrale | —1/2) — | +1/2)-
Ubergang mit der (217+1)-fachen Aufspaltung
durch den Kernspin beobachtet. Die iibrigen Uber-
ginge |M—1)— M) mit M+#1/2 sind bereits
beim Einkristall winkelabhangig. Im Pulver bewirkt
die Superposition von Ubergiingen aus der Vielzahl
willkiirlich orientierter Kristallite eine so starke Ver-
breiterung, dafl die resultierende Linie im Unter-
grund verschwindet.

Bei dieser Ausgangslage wird es schwierig, dem
experimentellen Spektrum verlalliche Informationen
tiber die Kopplungsparameter zu entnehmen. Da einige
Wertigkeitsstufen von paramagnetischen Ionen bis-
lang aber nur in polykristallinem Material erzeugt

Sonderdruckanforderungen an Dr. Klaus Drager, Lauf-

graben 24, D-2000 Hamburg 13; Institut fiir Physika-
lische Chemie der Universitdit Hamburg.

werden konnten, ist diese Situation generell nicht
zu umgehen. Bei der Deutung solcher Spektren miis-
sen sogar betrdchtliche Unsicherheiten in Kauf ge-
nommen werden. So werden in kurzzeitig gesinter-
ten polykristallinen MgO- und CaO-Proben u. a.
anomale Mangan-Spektren beobachtet, die von
Auzins et al.2 auf Mn?**-Ionen mit einem Spin von
S=5/2 und von Henderson? auf Mn*'-Ionen mit
S = 3/2 zuriickgefiihrt werden.

Diese Diskrepanz hat eine einfache Ursache: das
gemessene Spektrum kann mit beiden Annahmen zu-
friedenstellend gedeutet werden.

Bei dieser Sachlage wird ersichtlich, dal der Ge-
samtspin S das Pulverspektrum nicht nachhaltig be-
einflussen kann. Fiir polykristalline Proben erscheint
es daher lohnenswert, an Stelle der allgemeinen
Theorie ein vereinfachendes Modell zu benutzen, das
bei gleicher Genauigkeit in der Beschreibung des
Spektrums den mathematischen Aufwand betrdcht-
lich reduziert. Dieses Ziel 1aBt sich mit dem Konzept
des effektiven Spins erreichen.

Das Modell des effektiven Spins

Zu den notwendigen Voraussetzungen dieser Auf-
gabenstellung zahlt — wie schon erwdhnt — die ku-
bische Symmetrie des Wirtsgitters. Andernfalls fiihrt
die Anisotropie des g-Faktors wie auch das Kristall-
feld 2. Ordnung zu starken Verzerrungen im Pulver-
spektrum . Ausgangspunkt der Uberlegungen ist
daher der isotrope Spin-Hamilton-Operator.

H=gugH-S+4-S1, (n
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wo H das statische Magnetfeld, S den Vektoropera-
tor des elektronischen Spins und I jenen des Kern-
spins kennzeichnen.

Alle Rechnungen lassen sich vereinfachen, wenn
die z-Achse des Spinsystems mit der Richtung des
homogenen Magnetfeldes zusammenfillt. Unter Ver-
wendung der Leiteroperatoren

S:=8,+iS,,
I.=I1,*il,
erfahrt dann (1) die Darstellung
H=gupgHS,+AS,1,+%A[S.I_+S_1.].
(3)

Die Eigenwerte dieses Operators fiir ein Ion mit be-
liebigem Spin S und Kernspin / sind von Bleaney ®,
Lacroix ® und Wieringen et al.? in einer quanten-
mechanischen Storungsrechnung bis zur 3. Ord-
nung in A4 ermittelt worden. Fiir das Spektrum einer
polykristallinen Probe sind aus dem System der
(2S+1)-(21+1)-Eigenwerte allerdings nur jene
Niveaus wichtig, die dem elektronischen Ubergang
| =1/2)— | +1/2) entsprechen. Die so begrenzte
Aufgabenstellung fiihrt dann zu Recht auf die Frage,
ob nicht iiberhaupt das Spektrum in gleicher Giite
zu beschreiben ist, wenn an Stelle des tatsiachlichen
halbzahligen Spins S mit dem effektiven Spin S
=1/2 gerechnet wird, der fiir das Pulverspektrum
ausreichend erscheint.

(2)

Diese vereinfachende Annahme bringt den Vor-
teil, da} die Energieniveaus und Eigenzustinde ohne

Aufwand sogar exakt angegeben werden konnen.
Auf Grund der Vereinbarung S"=1/2 beschriinkt
sich die Darstellung auf den Raum der folgenden
Produktfunktionen

1f"ct(m') =|+1/2> Im>
wp(m) =[-1/2) [m)
mit —I <m < +1, die aus Eigenfunktionen der
Drehimpulse aufgebaut sind. Fiir m= —I und

m = +1 sind die obigen Funktionen bereits Eigen-
funktionen zu (3) mit den Eigenwerten

E_(~I)=-3guH+341.

Alle anderen Eigenfunktionen f des Spin-Hamilton-
Operators (3) gemall

(4)

(5)

Hj-Ef (©6)

ergeben sich wegen S'=1/2 als Linearkombinatio-
nen von nur zwei Produktfunktionen durch den An-
satz

f=aya(m) +bys(m+1) (7)

fir —I < m<I. Die Koeffizienten unterliegen da-
bei der Bedingung

aa+bb=1 (8)

die gefordert wird, um die Eigenfunktionen zu nor-
mieren. Mit (7) ist es dann moglich, das 2(21+1)-
dimensionale Eigenwertproblem auf eine Folge zwei-
reihiger Unterdeterminanten zu reduzieren von der
Form

LoupH+3Am—E, 3AVI(I+1) —m(m+1),

LAVIU+)) —m(m+1),—3gupH-%A4(m+1)—E ~

0. 9)

Die Faktorisierung erlaubt, alle Energie-Eigenwerte explizit zu bestimmen. Man findet fir —/ < m</

E.(m)=-34+Vi3gusH+34(m+3)1? +1 22U U+1) —m(m+1)], (10)
E.(m+1)=-34-V[hgusH+3A4(m+3) 12 +1 A2 +1) —m(m+1)]. (11)
Die Entwicklungskoeffizienten der zugehorigen - EV2
Eigenfunktionen werden durch Einsetzen nach (6) lam |= Vl % —7171Tk2 s (13)
und (8) bestimmt. Aus Griinden der besseren Uber- kY2
sicht wird dazu die Abkiirzung verwandt lamst | = (14)

po AVIT+1) —m(m+1)

12
gupH+A(m+3) W

Fiir die Eigenfunktionen f,; und f, .y gemiB (7)
ergeben sich dann die folgenden Koeffizienten

VI+E+V1+k2
Diese Beziehungen beschreiben die Feldabhingig-
keit der Eigenfunktionen in Konkurrenz zur Hyper-
feinwechselwirkung. Die Koeffizienten b,, und b, +1
folgen unmittelbar aus der Normierung (8).
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Zunichst ein Wort zur Grofenordnung. Im Be-
reich der Mikrowellenspektroskopie kann wegen

A<LgugH bzw. k<1

fir die Basisfunktionen mit der folgenden Gewich-
tung gerechnet werden

ff,;:|rz;,t|z1,1b$[m0, (15)

(16)
d. h. der Mischungsgrad in den Eigenzustinden der
Energie (7) ist relativ gering. Etwas deutlicher

bringt dies der Mittelwert des Operators S, zum
Ausdruck; hierfiir findet man wegen

(S) =(f1S:1 %) (17)

als Folge der Hyperfein-Wechselwirkung von Elek-
tron- und Kernspin

fmitlames| =0, [busi| =1,

V1+k2F1

£\ __ L. —T "
(S)=*3 1+BFY1+k2°

(18)

Dieser Relation ist zu entnehmen, dal der Mittel-
wert (S,) erst in 2. Ordnung fiir die ohnehin kleine

Zahl k von dem reinen Spin-(1/2)-Zustand abweicht.,

Die Zustandsfunktionen fiir Energie und Dreh-
impuls stimmen also noch weitgehend iiberein. Dies
ist auch der Inhalt von (15) bzw. (16).

Damit sind nahezu alle Voraussetzungen geschaf-
fen, um das Modell des effektiven Spins auf spektro-
skopische Probleme anwenden zu konnen. Die er-
laubten Uberginge in einem Mikrowellenfeld der
Frequenz » sind durch die Auswahlregel 4m =0
festgelegt; fiir die Resonanzfeldstarken folgt damit
in impliziter Form

E.(m)—E_(m)=hv. (19)

Die Intensitit eines solchen Uberganges wird durch
das zugehorige Matrixelement der zeitabhdngigen
Storung in (1) festgelegt; hier gilt

(f|S:|fm Yy =ad ba . (20)

Dieses Ergebnis bestimmt innerhalb des Hyperfein-
multipletts die relativen Absorptionsstirken. Denn
nach (15) und (16) liegt der Betrag dieses Aus-
druckes unabhéngig von m und H sehr nahe bei 1.
Die Intensititen der 21+ 1-Hyperfein-Linien wer-
den sich daher nur wenig voneinander unterscheiden.

Anwendung auf Mn2*-Spektren

Die Aussagen des beschriebenen Modells sind an
experimentellen Pulverspektren von Mn?*-Ionen in
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den Oxiden einiger Erdalkali-Metalle gepriift wor-
den. Dazu wurde untersucht, mit welcher Genauig-
keit das theoretische Energieniveau-Schema nach
(10) und (11) mit geeignet gewidhlten Konstanten
fiir g und 4 die gemessenen Resonanzfelder wieder-
geben kann. Die Auswahl des besten Parameter-
satzes erfolgte dabei nach dem Kriterium, dal durch
ihn die mittlere Feldabweichung 0 H mit

m=+1I

1
5H:l/21+1 mZ [Hin(m) —Hex(m)]? (22)

=-1

zum Minimum gemacht wird. Diese Forderung ist
angemessen, solange die Einzelfehler in einem zu
OH vergleichbaren Intervall bleiben.

Die gemill (22) durchgefiihrte Auswertung fiir
das Pulverspektrum von mangandotiertem Calcium-
Oxid zeigt Abbildung 1. Alle Messungen erfolgten
bei Zimmertemperatur in einem X-Band-Spektro-

meter der AEG.
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Abb. 1. Verlauf der mittleren Feldabweichung dH in Abhén-
gigkeit von der Konstanten A4 der Hyperfein-Wechselwir-
kung fiir CaO; der g-Faktor ist Parameter der Darstellung.

Zu jeweils vorgegebenem Wert fiir den g-Faktor
ist der Verlauf von 0H =f(g,4) in Abhingigkeit
von A dargestellt worden. Die Kurvenschar weist
den besten A-Wert als relativ stabil gegeniiber Varia-
tionen des g-Faktors aus. Die genaue Rechnung lie-
fert fiir das Minimum

g=2,00145 % 0,00005,
A=(80,52+0,01)-10"*cm™1,
0H =50mG .

Der kleine Wert von 50 mG fiir die mittlere Feld-
abweichung deutet eine hohe Ubereinstimmung zwi-

(23)



126

schen Theorie und Experiment an; der relative Feh-
ler liegt bei 2:107%. Diese Wertung wird durch den
Vergleich der Einzelfehler bestatigt. Tabelle 1 ent-
hdlt in den beiden ersten Spalten die Ergebnisse des
diskutierten Modells. Neben den theoretischen Re-
sonanzfeldern mit dem Parametersatz (23) sind die
Einzelabweichungen gegeniiber dem gemessenen
Mn?*-Spektrum in CaO aufgefiihrt. Danach erlaubt
das Modell des effektiven Spins eine sehr gute Wie-
dergabe bei Pulverspektren. Diese Einschatzung 1af3t
sich durch einen Vergleich mit den Ergebnissen der
umfinglichen Storungsrechnung 3. Ordnung® voll
bestitigen. Die von Schneider und Sircar® daraus
abgeleitete explizite Beziehung fiir die Lage des Re-
sonanzfeldes lautet nach Spezialisierung auf den
aktuellen Fall des | —1/2) — | +1/2)-Uberganges

Hy,m=Hy—A'm—3 A" (A'[H,) - [1(I+1) —m?]
—34" (A'[H)* m-[S(S+1) - §], (24)

wobei fiir das Mn?*-Ion der Wert S=5/2 einzuset-
zen ist. Auf der Grundlage von (24) sind nach einer
Optimierung (22) mit 0H =60 mG die Resonanz-
felder und ihre Einzelabweichungen ermittelt und im
2. Teil der Tab.1 dargestellt worden. Hinsichtlich
der Genauigkeit erweisen sich dabei beide Ansitze
als gleichwertig.

S'=1/2 $=5/2
H(m) [G]| A[G] | Him) [G]| A [€]
2953.59 |+006 | 2953.60 |+0.07
3035.10 |-0.02 | 3035.08 |-0.04
3118.94 |[-0.05 | 3118.91 |-0.08
3205.13 |[-005 | 3205.10 |-008
3293 69 |-002 | 3292.65 |-007
3384.56 | +0.06 | 3384.55 [+006 |

Tab. 1. Theoretische Resonanzfelder des Hyperfein-Multi-

pletts von Mn2*-Ionen in CaO. Ermittelt nach dem Modell

des effektiven Spins und nach der Storungstheorie 3. Ord-

nung fir » = 8,88554 GHz. 4 = Abweichung gegeniiber
dem Experiment.

Ist damit aber die Anwendbarkeit des Modells
allgemein auch gesichert? Entscheidend fiir die posi-
tive Einschatzung erweist sich der Umstand, daf}
beide Ansiitze auf besser als 0,3% zu den gleichen
Parametern des Spin-Hamilton-Operators (1) fiih-
ren. Tabelle 2 enthdlt dazu in einer Gegeniiberstel-
lung den g-Faktor und die Konstante 4 der Hyper-
fein-Wechselwirkung von Mn?*-Ionen in CaO sowie

in MgO und BaO. Alle aufgefiihrten Werte sind aus
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einer Optimierung gemafl (22) an Pulverspektren
gewonnen worden und koénnen durch Einkristall-
Daten bestitigt werden. Fiir CaO liegen entspre-
chende Parameter von Low und Rubins ? sowie von
Shuskus 1® vor. ESR-Daten fiir MgO-Einktristalle
teilen Walsh 1!, Wertz et al.!2 sowie Low !3 mit.
BaO bildet eine Ausnahme insofern, als die Mn2*-
Ionen auf unterschiedlichen Gitterplatzen !* einge-
baut werden. Die ESR-Daten der kubischen Gitter-
platze sind von Zdansky !> nur an Pulvern ermittelt
worden.

Spin g A" em
Mgo [S=1/2] 200135 [ 80.88

S =5/2]2.00132 | 81,24
cao 152V2]2.0015 [ 80.52

S -52|2.0014 | 80.76
5o |5=1/2[2.00130 | 80.85

S-5/2| 2.00 130 | 81.08

Tab. 2. Spin-Hamilton-Parameter fiir Mn*"-Ionen in kubi-

schen Oxiden ermittelt aus Spektren polykristalliner Proben

nach dem Modell des effektiven Spins und nach der Sto-
rungstheorie 3. Ordnung.

Als auffillig an den Werten der Tab. 2 ist noch
zu vermerken, dall die Kopplungskonstante A fiir
das Modell des effektiven Spins in allen Fallen um
ca. 0,2:10"*cm ™! unter dem jeweiligen Wert der
Storungsrechnung bleibt. Diese Differenz ist eindeu-
tig aber nicht schwerwiegend. In ihrer Ursache ist
sie zudem nicht notwendig auf einen Mangel des
Modells zuriickzufiihren. Denn auch die Stérungs-
rechnung arbeitet bei der expliziten Darstellung der
Resonanzfelder (24) im Term der 2. und 3. Ord-
nung mit einer unzureichenden Néherung, wenn dort
das tatsichliche Resonanzfeld H durch Hy—A'm
ersetzt wird 8.

Gesicherte Abweichungen des Modells von der all-
gemeinen Theorie und auch vom Experiment treten
dagegen bei den verbotenen Ubergingen mit 4m
= 11 auf. Wahrend die Storungsrechnung nach
Drumbheller und Rubins !¢ in einem Spin-System mit
S=5/2 diese Resonanzen durch die Kopplung von
(1) an das kubische Kristallfeld der 4. Ordnung zu-
laBt, untersagt das Modell des effektiven Spins
streng das Auftreten solcher Linien. Fiir das Matrix-
element dieser Ubergiinge gilt namlich exakt

{fas1]8z] fs ) =0. (25)
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Ubergiinge dieser Art werden aber — wenn auch
nur mit sehr geringer Intensitit (=~1072) — in
Zweierpaaren zwischen den erlaubten Linien beob-
achtet. Hier kommt zum Ausdruck, daf} die magne-
tischen Energie-Eigenfunktionen der Mn?*-Ionen in
der Regel eine groflere Zahl von Drehimpuls-Eigen-
funktionen enthalten. Im vorgestellten Modell da-
gegen diagonalisieren gemal} (7) bereits die Linear-
kombinationen von je zweien die Energiematrix des
Spin-Hamilton-Operators (1).

SchluBbetrachtung

Abgesehen von dem strengen Ubergangsverbot
zwischen Energieniveaus mit Am = £ 1 ist das Mo-
dell des effektiven Spins in der Lage, die Resonanz-
felder (10, 11) und die Intensititen (20) der er-
laubten Uberginge mit groBer Genauigkeit wieder-
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